




On mathematics classes which prompt students to think theoretically
—deriving from a lecture in the high school and university cooperation program
”Talk on the inﬁnity”—
大島　和幸∗
Kazuyuki Oshima
Abstract We give an account of an importance of teaching mathematics theoretically. Deriving from
a lecture which I gave to high school students in the high school and university cooperation
program, we come to the realization that a lot of students are not well trained to understand
mathematics from a theoretical standpoint. In order to improve such a situation, we propose
















































§ 1. 1対 1対応
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問 次の図において，◦と ×とどちらが多いか．
◦ ◦ ◦ ◦ ◦
× × × ×
このような問いに対して，数を知っていれば ◦ は
5個，× は 4個と「数える」ことによって ◦ のほう
が多いと答えることができる．しかし，数を知らない
場合でも
◦ ◦ ◦ ◦ ◦
| | | |















を Q，実数全体の集合を R で表す．
§ 2. N と Z の濃度は等しい
まず，N と Z は次のように 1対 1対応をつけるこ
とができる．すなわち，整数の 0 と自然数の 1 を対
応させ，整数の正の数と自然数の偶数を，また整数の
負の数と自然数の 3 以上の奇数を対応させる：
Z · · · −3 −2 −1 0 1 2 3 · · ·
| | | | | | | · · ·
N · · · 7 5 3 1 2 4 6 · · ·
したがって，N と Z の濃度は等しい．
§ 3. N と Q の濃度は等しい
次に N と Q の濃度を比較する．
1 2 3 4 5 · · ·




















































1 2 3 4 5 · · ·
1 → ↓ → ↓ → · · ·
2 ↓ ← ↑ ↓ ↑ · · ·
3 → → ↑ ↓ ↑ · · ·
4 ↓ ← ← ← ↑ · · ·








N の間に 1対 1対応がつけられることが分かる．さ
らに § 2 で行ったように正の数と負の数を交互に番
号づけていけば，有理数全体も自然数と 1対 1対応
がつけられることが分かる．したがって，N と Q の
濃度は等しい．
§ 4. N と R の濃度は異なる
以上のように見てくると，すべての無限集合の濃
度は等しいような気がしてくるが，その期待に反し
て，R と N の濃度は異なることを示す．




0.0123142 · · ·
0.1211234 · · ·
0.3523449 · · ·
0.7671123 · · ·
0.1908314 · · ·
...
と並べられたとする．ところが上の下線部分の数字



















ゲーデル (1937年) : 連続体仮説が正しくない，
ということは，現在われわれが知っているあら
ゆる数学的手段を用いても証明できない．

































まず，§ 1 の 1対 1対応については，ほとんどの生
徒が理解できたと思われる．しかし，その 1対 1対
応を手掛かりにして自然数と整数の濃度が等しいこ






§ 3 は § 2 が理解できない生徒には，同様の理由に





Q − 12 −2 −1 0 1 2 12 · · ·
| | | | | | | · · ·
N 7 5 3 1 2 4 6 · · ·







































1 2 3 4 5 · · ·































1 2 3 4 5 · · ·
1 → ↓ → ↓ → · · ·
2 ↓ ← ↑ ↓ ↑ · · ·
3 → → ↑ ↓ ↑ · · ·
4 ↓ ← ← ← ↑ · · ·
5 → → → → ↑ · · ·
...
...
...
...
...
...
練習問題 4
√
3 が無理数であることを説明して
みよ．
このように，練習問題を通じて，自分の手を動かし
ながら考えることは確かに数学を学ぶ上で極めて重
要である．しかし，あくまでも問題を通じて数学の理
解を深めるためであり，問題を解くことのみが数学で
はないことは強調したい．
また，話の随所で，ゼノンのパラドクスのゼノン
や，自然数と平方数の濃度が等しいことを主張したガ
リレイ，無限の深淵を覗き込んだカントールの悲劇的
な生涯など，生身の数学者たちの逸話を挿入したら，
もう少し内容を身近に感じてもらえたのではと考え
ている．
5. 終わりに
なるべく高校では学べないような話をしたいと思
い，なおかつ参加者が高校 1年生であることから微
分積分などを用いずに話せる内容を，ということで
カントールの無限を題材に選んだ．内容も授業の進
め方も，おそらく普段の高校の授業とは大きく異なっ
ていたため，参加した高校生の多くは戸惑ってしまっ
たことと思う．
そのような中で強く感じたことが，以上で述べて
きた「論理的に話を進めることの大切さを日頃の授
業で教えていくようにする必要性」であった．おそら
く，現在の高等学校の数学の授業では計算技術の習
得にかなりのウェイトが置かれていると思う．それは
もちろん必要なことであるが，それと並んで数学を
論理を積み上げながらひとつのストーリーとして学
ぶことも重要だと考えるのである．それというのも，
大学では，高校までの数学の授業と異なり，論理に重
点を置く授業が増える．微分積分学も，高校では計算
問題の色彩が強いが，大学では論理を積み上げる形
で述べられることが多い．例えば，極値の判定を述べ
るのに，高校では微分して増減表を書くだけ，という
ことが多くなされるが，大学では，まず平均値の定理
を示して，次にテイラー展開を示して，それをもとに
極値判定の定理を述べる，という順序で述べられる
ことが多い．また，積分も，高校ではまず微分の逆演
算として不定積分を導入して，その端点の差を計算
することによって定積分を定義する，というように述
べられるが，大学ではまず区分求積として定積分を
定義して，微分積分学の基本定理を通じて，不定積分
を導入する，というように進める場合が多いと思う．
もちろん，文部科学省の学習指導要領の範囲内で
授業を行うことを考えると，授業内容を大幅に変更
することは不可能にしても，積分の授業を行う際の
導入として，区分求積法および微分積分学の基本定
理について簡単に触れるだけでも，生徒の積分への
意識は違ったものにならないだろうか．
数学は単なる計算技術ではなく，論理を基礎に積み
上げられた大きな構築物である．論理の一つ一つは
単純であろうとも，その積み重ねの結果は先の決定
不能問題のように我々の直感を遙かに凌駕する．さら
に数学は自己充足に留まることは歴史的に見ても決
してなく，現代のあらゆる科学技術を支える礎と必ず
なりうるものなのである．そのことを生徒に伝える
ことは，我々数学教育に携わる者にとっての重大な使
命であろう．
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